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Résumé

Ce sujet de thèse porte sur les propriétés des réseaux de neurones profonds en apprentissage auto-
matique. L’objectif du projet de recherche est de développer des outils à la fois théoriques et numériques
pour comprendre les réseaux de neurones résiduels et certifier leurs performances.

1 Contexte : Apprentissage automatique et réseaux résiduels

Apprentissage automatique et réseaux de neurones En mathématique le domaine de l’appren-
tissage automatique concerne l’étude des procédures automatiques qui permettent à des algorithmes de
régression ou de classification d’apprendre des fonctions de prédictions à partir d’exemples annotés (ap-
prentissage supervisé) ou non-annotés (apprentissage non-supervisé). Les réseaux de neurones font par
exemple partie des modèles prédictifs les plus couramment utilisés. Ils consistent en la succession de trans-
formations linéaires et non-linéaires simples assemblées en couches successives et dont les paramètres sont
“appris” par un algorithme d’optimisation visant à la minimisation d’une fonction de risque empirique
associée aux données. Récemment, des modèles de réseaux de neurones “profonds”, avec un grand nombre
de couches, se sont distingués en battant le niveau de l’état de l’art dans un certain nombre de tâches
de classification ou de régression. Ceux-ci ont en particulier un espace de paramètres de dimension im-
portante, typiquement bien plus grande que la dimension du jeu de données d’entraînement. On parle
également de modèles “sur-parametrés”. L’entraînement des réseaux profonds pose d’abord un problème
numérique car, du fait du grand nombre de paramètres à optimiser, la recherche d’un minimiseur de la
fonction de risque est une tâche algorithmiquement difficile. Un premier enjeu est donc de concevoir des
stratégies d’entraînement efficaces de ces modèles. Les performances des réseaux profonds posent ensuite
de nombreuses questions théoriques en remettant en cause le principe statistique, jusque-là bien établi,
de compromis “biais-variance” : de telles architectures arrivent à la fois à atteindre un risque empirique
faible, souvent presque nul, sur les données d’entraînement et à généraliser sur les données test [17]. Une
littérature importante s’est développée autour de la compréhension de ce phénomène [3] en suggérant par
exemple la présence de “biais” dans les méthodes d’apprentissage.

Réseaux de neurones résiduels Nous nous intéressons plus particulièrement aux réseaux de neu-
rones dits “résiduels” (Residual Networks (ResNets)), dont les couches sont constituées de transformations
proches de l’identité [10]. Le choix des ResNets est d’abord motivé par le fait qu’en facilitant l’entraî-
nement des réseaux profonds, ces architectures ont joué un rôle important dans l’émergence des modèles
sur-paramétrés et dans l’évolution récente des performances des réseaux de neurones. Les ResNets ont éga-
lement l’avantage d’offrir un certains nombres de connexions intéressantes avec des outils mathématiques
déjà largement étudiés. Ils peuvent par exemple être vu comme l’intégration numérique d’une Équation
Différentielle Ordinaire (EDO) [5]. Cette formulation suggère en particulier de s’intéresser au modèle
théorique directement donné par l’intégration d’une EDO (“Neural-ODE”), correspondant à un réseau in-
finiment profond. Le problème d’apprentissage se traduit alors par un problème de contrôle optimal [8]
dont la solution dépend de l’espace fonctionnelle des champs de vecteurs admissibles. Concrètement, cet
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espace est défini à la fois explicitement par la paramétrisation du modèle ainsi qu’implicitement par la
structure métrique considérée sur l’espace des paramètres.

Le projet de thèse Une première partie de ce projet de thèse consiste donc à identifier les espaces
fonctionnels pertinents ainsi que les propriétés mathématiques associées aux différentes paramétrisations
des ResNets. Ce cadre théorique nous permettra ensuite de mieux comprendre les conditions de convergence
ainsi que les biais implicites des algorithmes d’apprentissage lors de l’entraînement des réseaux profonds.
Ce travail sera enfin l’occasion de développer des outils numériques avec par exemple pour objectif la
création d’une librairie open-source pour l’entraînement des ResNets.

2 Organisation de la thèse

Notre projet de recherche a pour but de développer une compréhension mathématique claire des pro-
priétés d’apprentissage et de généralisation des ResNets. Ce programme s’articule autour de trois aspects.

2.1 Partie 1 – Paramétrisation des ResNets

Paramétrisation linéaire : Espaces à Noyaux Reproduisant et flots de difféomorphismes Ré-
cemment, un lien a été établi entre de nombreuses instances de ResNets et des algorithmes de recalage
d’images [15]. Dans le cadre d’une paramétrisation linéaire, ce travail suggère l’identification de l’espace
des paramètres à un espace à un Espace de Hilbert à Noyaux Reproduisant (Reproducing Kernel Hilbert
Space (RKHS)) ainsi qu’une formulation du problème d’apprentissage en terme de flot sur un groupe de
difféomorphismes munit d’une métrique invariante à droite [16]. Une telle formulation nous a par exemple
permis de conclure à un premier résultat de convergence [2]. En plus du fait qu’une importante littérature
existe déjà sur les flots de difféomorphismes, cette formulation a l’avantage de proposer une interprétation
géométrique claire du problème d’apprentissage. De plus, les RKHS apportent une structure métrique
clairement identifiable sur l’espace de champs de vecteurs admissibles et permettent le contrôle explicite
de leur régularité. Cette paramétrisation linéaire correspond cependant assez peu aux architectures les
plus populaires qui comprennent généralement un nombre important de non-linéarités.

Paramétrisation non-linéaire : Espace de Barron et de Wasserstein D’autres travaux ont par
exemple proposé d’utiliser une représentation en termes d’espace de Barron [9], menant à des résultats sur
les capacités de généralisation des réseaux. Plus récemment, de nombreux travaux ont également proposé
d’exploiter une paramétrisation des réseaux de neurones en termes de mesure sur l’espace des paramètres,
associé à une formulation de la phase d’apprentissage en termes flot de gradient Wasserstein sur l’espace
des mesures. Si une telle formulation a abouti à de nombreux résultats de convergence pour des réseaux
peu profonds [6], elle pourrait également s’avérer intéressante pour l’étude des ResNets. Toutefois, de telles
paramétrisations ne permettent pas nécessairement le contrôle explicite de la régularité des paramètres au
cours de la phase d’apprentissage.

Création d’une librairie open-source Chacune des paramétrisation présentées ci-dessus correspond
actuellement en pratique à des implémentations parfois très différentes des ResNets et de leur méthode
d’entraînement. Un objectif de notre projet sera donc également de synthétiser ces différentes implémenta-
tions avec le développement d’une librairie open-source spécialement dédiée à l’entraînement des ResNets.

2.2 Partie 2 – Convergence Globale

Convergence de la descente de gradient pour la minimisation du risque empirique On parle
de “convergence globale” lorsque l’algorithme d’apprentissage arrive à atteindre un minimum global de la
fonction de risque empirique associée aux données d’entraînement. En pratique, on observe ce phénomène

2



de convergence pour la descente de gradient (ou descente de gradient stochastique) dans l’entraînement
des réseaux de neurones alors que le risque empirique associé est typiquement une fonction fortement
non-convexe des paramètres. De nombreux résultats ont récemment réussi à surmonter cette difficulté en
montrant que la fonction de risque empirique vérifie certaines inégalités fonctionnelles de type Polyak-
Lojasiewicz [12, 4]. La plupart des résultats concernent cependant des réseaux peu profonds à 2 ou 3
couches [7, 1] et peu de résultats existent pour des réseaux profonds. La profondeur apparaît de plus
souvent comme un paramètre restrictif qui empêche de généraliser à un nombre arbitraire de couches.

Premier résultat pour des réseaux infiniment profond et extensions Une première contribution
de notre travail a consisté à montrer un résultat de convergence pour un modèle de ResNets avec un
nombre infini de couches [2]. En s’appuyant sur une paramétrisation linéaire du modèle nous avons pu
montrer des inégalités de types Polyak-Lojasiewicz locales pour la fonction de risque empirique associée.
Si ces résultats constituent une première étape nous souhaitons poursuivre dans cette direction en les
étendant de plusieurs manières : (i) Une première extension serait de considérer une paramétrisation plus
générale du modèle, qui ne soit pas restreinte à une paramétrisation linéaire et qui puisse s’appliquer à
un grand nombre d’architectures utilisées en pratique. (ii) Une deuxième extension serait de considérer
la limite d’un nombre infini de données d’entraînement. L’étude de ce problème permettrait en effet de
comprendre la dynamique d’entraînement de modèles génératifs tels que les Normalizing Flows [11] et
aurait des applications dans le domaine de l’apprentissage non-supervisé. Une difficulté est cependant
que ce passage à la limite dégrade la qualité des inégalités fonctionnelles obtenue en appliquant les mêmes
méthodes que précédemment. (iii) Enfin les résultats obtenus ne permettent de montrer la convergence que
dans un certain voisinage autour du minimum et ne permettent pour l’instant pas d’expliquer le phénomène
de convergence globale des réseaux de neurones en toute généralité. Si il est possible de montrer des contre
exemple dans des cadre bien précis, nous conjecturons qu’il y a convergence globale pour “presque toutes”
les configurations du problème d’apprentissage.

2.3 Partie 3 – Biais Implicite

Régularisation implicite des algorithmes d’apprentissage Un paradoxe des réseaux de neurones
profonds est que, du fait de leur grand nombre de paramètres, il existe typiquement de nombreuses confi-
gurations minimisant le risque empirique. Ces minimiseurs sont, a priori, susceptibles d’être associés à des
performances très variables en termes de généralisation. Une manière de s’assurer que le minimiseur choisi
permette au modèle de bien généraliser est par exemple de rajouter explicitement un terme de régularisa-
tion de la fonction de risque (e.g. la norme L1 ou L2 des paramètres). Cependant, ces méthodes sont peu
utilisées en pratique et les réseaux de neurones sont la plupart du temps entraînés pour la minimisation
du risque non-régularisé. Ainsi, les bonnes performances des réseaux entraînés suggèrent l’existence de
propriétés de régularisation implicites ou “biais implicites” qui conduisent les méthodes d’optimisation à
converger vers des configurations avec de bonnes propriétés de généralisation. Comprendre et identifier ces
biais serait donc une contribution conséquente au domaine de l’apprentissage automatique. Si un certain
nombre de travaux ont commencé à s’intéresser à cette problématique, les résultats obtenus se limitent
pour l’instant à des modèles relativement simples [14].

Régularité induite Dans le cadre des ResNets, une piste que nous souhaitons développer est l’étude
de la régularité de la dynamique d’entraînement induite par la régularité initiale de la distribution des
données. Par exemple, dans le cas d’une paramétrisation linéaire, une linéarisation du problème autour de
l’initialisation suggère de s’intéresser aux comportements de certaines EDPs de diffusion non-locale encore
peu étudiées jusqu’à présent. Si certains résultats d’existence et de convergence des solutions existent déjà
pour ces équations [13], s’intéresser à la régularité des solutions permettrait une meilleure compréhension
de la dynamique d’entraînement et des capacités de généralisation des ResNets.
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